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［化学物理 I（基礎）］ （全２題） 

[問題１]  スピンに関する以下の文章を読んで問 A～D に答えなさい． 

  

 スピンに関する演算子は角運動量の演算子と同じ交換関係を満たす．すなわち， 

yxzxzyzyx sssssssss hhh i],[,i],[,i],[ ===  

を満足する．ここで i は虚数単位，h = h/2πであり，h はプランク定数である．また xs ，

ys ， zs はスピン角運動量演算子 sの x，y，z 成分を表す．以後，表式を簡単にするため

に、h = 1 とし、あらわに表示しないこととする．すなわち， 

yxzxzyzyx sssssssss i],[,i],[,i],[ ===  

このとき，①
2s と zs は可換であるので、系のスピンの状態をスピン角運動量量子数と z

方向の大きさ（スピン量子数）で表記することが可能である．ここで新たに演算子 +s お

よび −s を次のように定義する． 

yxyx ssssss i,i −=+= −+  
このとき， 

++ = sssz ],[ , −− −= sssz ],[  

を満足するので，② +s がスピン量子数を１増やし， −s が１減らす働きのある演算子であ

ることがわかる． 

 電子はスピン量子数として＋1/2 か－1/2 の値しか取れない．ここで各々の状態を規格

化された波動関数として α および β で表すことにする．このとき 

αα )21(=zs ， ββ )21(−=zs  

であり， 

ααα 4
32 )1( =+= sss ， βββ 4

32 )1( =+= sss ， 

0=+ αs ， αβ =+s ， βα =−s ， 0=− βs  

となる． 

 いま二つの電子のスピン状態の重ね合わせを考える．系全体のスピン角運動量演算子

S は，個々の電子のスピン演算子( 1s , 2s )の和で次のように記述される． 

21 ssS += たとえば zzZ ssS 21 +=  
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ここで下付の添え字は異なる電子をあらわす．このとき③
2S と ZS , 2

1s , 2
2s が可換であ

るが， 2S と zs1 は可換でない．これらの結果から，系の状態を記述するには，系全体の

スピン角運動量量子数 S と z 軸方向の値 M を指定する方法（結合表現 SM と表記する）

か，あるいは各々の電子のスピン量子数を指定する方法（非結合表現）が可能である．

結合表現としては 1,1 ， 0,1 ， 1,1 − ， 0,0 ，非結合表現としては電子 1 と電子 2 のスピ

ン状態の直積として αα ， βα ， αβ ， ββ のそれぞれ 4 種類が考えられる． 

 

問 A 下線部①および②を証明せよ． 

 

問 B 下線部③に関連して，S2 と SZが可換であることを示せ． 

 

問 C  規格化された結合表現のそれぞれを，非結合表現の適当な線形結合であらわせ． 

 

問 D 二つの電子スピン間の交換相互作用ハミルトニアンが 212 ss ⋅− J で与えられると

する．ここで J は定数で、 21 ss ⋅ は 1s と 2s の内積を表す．このとき，結合表現が

このハミルトニアンの固有状態になっていることを示し，各々の状態のエネルギ

ー固有値を求めよ． 
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[問題２] 次の文章を読んで，問 A～D に答えなさい． 

 

一次元の高分子の弾性を考える．高分子

は，左右の向きを持つ N 個の単量体が繋が

って構成され，伸張長を L (右向きを正)と

する．それぞれの単量体は長さ a で高分子

鎖に沿った電気双極子モーメントμ を持つ．

このような一次元の高分子を模式的に表し

たのが図 1 である．図の高分子鎖上の矢印

が電気双極子モーメントの向きを表してい

る．単量体の電気双極子モーメントμ は小

さく，単量体間の双極子-双極子相互作用は

無視する．一方，高分子には外部静電場E が

かかっており，それぞれの単量体の電気双極子モーメントμ はE と相互作用する．この

とき，右向きの電気双極子モーメントを持つ単量体の相互作用エネルギーは μ= −V E で

ある．外部静電場E がなければ，単量体の左右の向きのエネルギーは等しい．高分子は

温度T の平衡状態にある．  

 

問 A 右向き及び左向きの単量体の数をそれぞれ +n 及び −n とする．ここで + −= +N n n で

ある．高分子の伸張長 Lを +n ， −n ，及び aを用いて表せ． 

 

問 B 高分子の伸張長が Lのとき，外部静電場との相互作用によるエネルギー extV をμ ，

E ，a，及び Lを用いて表せ． 

  

問 C 伸張長が Lのときの高分子の微視的状態数 ( )W L 及び分配関数 ( )Z L を N ，L，a，

μ ，E ，T ，及びボルツマン定数 Bk などを用いて表せ． 

 

図 1: 一次元の高分子鎖の模式図． x 軸（横）

方向の伸張長 L は，単量体の左右の向きにより

決まる．縦方向の伸張は考慮しない． 
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問 D 伸張長 Lが最大長 max =L Na より十分小さいとき（ maxLL << ），高分子の弾性はフ

ックの法則に従う．すなわち，その張力τ は 

)()(
eqLL

L
LF −−=

∂
∂−= κτ  

のように， eqLL − に比例する．ここで， ( )F L は高分子の長さが Lのときのヘルム

ホルツ自由エネルギー，κ はばね定数，及び eqL は高分子の平衡伸張長である．

以下の問（ア）～（ウ）に答えよ．ここで， N は非常に大きな数であるとして，

スターリングの公式を用いよ．すなわち， ln ! ln= −n n n n ( 1>>n のとき)．また，

近似式 xx ≅+ )1ln( （ 1<<x ）を用いてもよい． 

（ア）ばね定数κ を N ， a，T 及び Bk を用いて表せ． 

（イ）温度T が上昇したとき，ばね定数κ はどのように変化するか，理由を付し

て述べよ． 

（ウ）電場 E を強くしたとき，平衡伸張長 eqL はどう変化するか，理由を付して

述べよ． 

 




